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Vzorové riesenia 2. kola letnej ¢asti 2008/2009

2.1 Titanik (opravovali — Palo a Bzduso)

Halucinka je velky fanasik Titaniku. KedZe model v skutolnej velkosti by sa jej nezmestil do vane,
rozhodla sa, Ze si vyrobi taky maly, ktory bude mat dizku asi 20 cm. Spravi ho jednoducho tak, ze si
zozenie konstrukéné plany povodnej lode a spravi presne tak istl lod z presne takych istych materidlov,
akurat kazdy rozmer niekolkondsobne zmensi tak, aby aby dizka lode bola prislusnych 20 cm. Bude
Halucinkin vysledny vytvor plavat? Preco?

Halucinka si vyrobila presni maketu svojej oblibenej lodicky, polozila ju na vodu vo svojej
vani a ¢o uvidela? To sa postupne dozvieme. =

sposobom suvisi s Archimedovym zakonom. Ten nam hovori, ze teleso ponorené do kvapaliny
je nadlahéované silou, ktord je rovnd tiaZi kvapaliny s rovnakym objemom, ako je objem
ponorenej casti telesa. Ak teleso pokojne plava, znamena to, Ze na neho poésobiace sily su
v rovnovdhe, ¢ize plati F, = F,,." To mozeme upravovat nasledovne:

mr-g=mg-g
mr =mg

Viepr+-Vn-pn=Vk - pk

Co sme spravili? Titanik sme si rozlozili na mnozstvo jednotlivych stciastok oéislovanych
od 1 po N, ktoré st uz vytvorené len z jedného materialu. Hmotnost Titaniku sme si zapisali
ako stcet hmotnosti tychto stcdiastok. Je ich vela, ale to nam nijako neprekaza.

Doteraz sme sa rozpravali o skutoénom Titaniku. Co dokdzeme povedat o Halucinkinom
modeli? Halucinka zachovala materidly,? takZe vSetky hustoty p v rovnici ostant také isté.
Tiez vieme, ze Halucinkin model je dokonald zmensenina, tj. ze v kazdom rozmere je kkrat
mensi ako original. To znamen4, Ze objem kazdej jednej stiastky V bude k - k - k = k3krat
mensi.

Na rad prichddza uvazovanie. Pokial mé zmensSenina plavat, musi tiez platif rovnost tia-
zovej a vztlakovej sily, teda musi platit ta ista rovnica

‘/lmodel . prlnodel 4. VJ{?Odel . p%odel — V}r{podel X pI[IéOdel

My vSak vieme, ze vSetky objemy V na lavej strane rovnice (a teda celd lava strana!) st

k3krat mensie ako v pripade povodného Titaniku (V™°del = V//k3). Ak sa hustoty nezmenili

'Basnik by povedal: TiaZ telesa je rovnd tia%i kvapaliny nim vytlacene.
20tézka je, ¢i zachovala aj slant vodu. Tej sa budeme venovat na zéver.

Semindr podporuji:




@ Vzorove riesenia 2. kola letnej casti

a mé nadalej platit rovnost, musi byt aj objem vytlacenej kvapaliny Vx mensi k3nasobny.
Nie je jasné preco? Porovnajme tieto dve rovnice:

Viepr+--Vn-pn=Vk - pk

LV mode.
k_;'pl‘f‘"'ﬁ'pN_— Vot pg
\
Vi
model
V, vl

To je velmi déleZity vijsledok! Objem ponorenej ¢asti zmensil k3nésobne, a cely Titanik
tiez. To znamena, Ze pod vodou sa nachadza takd istd ¢ast Titaniku, ako pred zmensenim.
Halucinkin model teda bude tak isto dobre plavat. To je vSetko.

VasSe rieSenia: VicSina z vas sa dopracovala k spravnemu vysledku a body dole §li za ne-
dostatoéné vysvetlenia, ale aj tak ste velmi sikovni. = Casty problém bol, Ze ste v rieseni
vyuzivali akuasi priemerni hustotu Titaniku a skuto¢nost, Ze tato sa pri zmengSovani nezmeni.
Toto rieSenie je v podstate fajn, ale ¢asto ste chybne uvadzali nasledovni vetu: Aby Tita-
nic pldval, musi byt jeho priemernd hustota mensia ako hustota vody. Pozor! Co je to té
priemernd hustota? Ako sa pocita? Akym objemom treba delit hmotnost Titaniku?

Aby ste lepsie chapali problém, predstavte si Titanik ako dutt polgulovii misu. Ked ju
poloZzime na vodu, bude pldvat, hoci je z ocele. Pre¢o? Objem materidlu misky je velmi maly,
takZe ani hmotnost misky zrejme nie je velmi velkd. PoloZzend dnom nadol v8ak vytlaca velky
vztlakov silu. Napriek obrovskej hustote sa teda kovové teleso spravneho tvaru dokaze udrzat
na vode.

Této skutocnost sa zmeni, ak misku ponorime. Zvnitra sa naplni vodou a objem vytlacene;j
vody je velmi maly — rovny objemu materiadlu misky. V tomto pripade plati zname kritérium,
ze ak je hustota materialu misky vacsia ako hustota vody, miska pojde ku dnu. Miska by
sla ku dnu. Ku dnu by siel aj ponoreny Titanik — v jeho stenéch st sice vzduchové komory,
ale ani tie nestacia na to, aby priemernd hustota Titaniku (v tomto pripade jeho celkova
hmotnost delend celkovym objemom wrdtane vzduchovych komér) bola mensia ako hustota
vody.

Na zaver este k nejakym poznamkam, co ste pisali do svojich rieseni: To, ze v Halucinkinej
vani je sladkd voda a v mori sland, ovplyvni ponor ale nemoze ovplyvnit skutocnost, ¢i bude
pléavat alebo nie. Viete si predstavit, Ze by sa nejaka lod potopila len preto, Ze pobliZ ustiaca
rieka by bola velmi rozvodnend a ,osladila“ by okolité more? Pochopitelne, Ze nie. Lode
bezne neplavaju pri plnom ,vytlaku“?, ale musia mat nejaka rezervu. T4 sa vyuZiva pri
plavbe v sladsich vodach s mensou hustotou.

3Tak sa nazyva veliina, ktord urcuje, kolko ton vody lod vytlaca, a teda akt vztlakova silu na fiu tato
voda vytvara.
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2.2 Koleso (opravovali — Hago a Judita)

Predstavte si takéto. Ste rezisérom vysokorozpoctového filmu a mate starosti nad hlavu. Herci prichadzaji
do price nevyspati a pod vplyvom alkoholu. Rekvizity st nekvalitné a rozpadaji sa vdm pod rukami.
Nestihate deadline a vas financny partner sa vdm vyhraza, ze stiahne svoje financie z projektu. Hlavnej
herecke sa na lici vyhodil pupak a teraz odmieta predstlpit pred kamery. A navySe, obcas sa stane, ze
ked snimate kamerou tociace sa koleso, vo vyslednom filme sa koleso netodi vobec, ba &o viac, niekedy
sa dokonca toci dozadu. Vysvetlite, ako je to mozné a zistite, pre akdl najmensiu rychlost otacania kolesa
(kolko otacok za sekundu) bude koleso na filme stit. Predpokladajte koleso také ako na obrazku. Film
sa toli kamerou, ktora berie 24 obrazkov za sekundu (teda, ako keby 24 krat za sekundu odfoti celd
scénu).

Preco koleso niekedy vyzera akoby stalo? Keby koleso vyzeralo na kazdej fotke rov-
nako, tak by sa na filme zdalo, Ze stoji. Nasa kamera urobi 24 fotiek za sekundu, teda odfoti
koleso kazd 1/24 sekundy. Ak koleso vyzera kazdi 1/24 sekundy rovnako, tak na filme koleso
stoji. To je cely dévod.

Lubovolné koleso? by na dalsej fotke vyzeralo rovnako, ak by za 1/24 sekundy urobilo
jednu celt obratku. Nase koleso je Specidalne, sklada sa zo Siestich rovnakych kiskov toc¢iacich
sa okolo spolo¢ného stredu. Zrejme ho preto sta¢i otoc¢it o 1/6 obratky. Predstavte si to.
Rovnako ho mézeme otoé¢it o 2/6 obratky, 3/6 obratky, o celt obréatku, o jeden a pol obratky —
vo vSeobecnosti o celo¢iselné nasobky 1/6 obratky — A bude vyzeraf tak ako predtym!

Akou najmen3ou rychlostou sa musi koleso otaéat, aby vyzeralo, Ze stoji? Rych-
lost ota¢ania bude najmensia, ked sa za 1/24 sekundy koleso oto¢i o ¢o najmensi kiisok. Tymto
kiskom je spominané 1/6. Teda najmensia rychlost bude pri otoceni o 1/6 obratky za 1/24
sekundy. Koleso urobi 1/6 obratky 24krat za sekundu. Vyslednd rychlost bude 1/6 - 24 = 4
obratky za sekundu.

Ako vznika efekt tocenia dozadu? My nevidime, ktorym smerom sa koleso toc¢i, vidime
len jeho pozicie kazda 1/24 sekundy. Otocenim o uhol x dopredu sa koleso dostane do rov-
nakej pozicie ako otocenim o uhol 360° — x dozadu. Ak je uhol 360 ° — = mensi ako uhol z,
bude sa nam pravdepodobne zdaf, Ze koleso sa z polohy predchédzajicej dostalo do polohy
nasledujucej kratsou cestou, teda otocenim dozadu. Film nevnimame ako jednotlivé fotky,
zd4 sa nam suvisly a chybajice kisky si domyslime.®

Nase na Sestiny rozdelené koleso v8ak vyzera rovnako pri otoceni uz o 1/6 otacky. Pred-
stavte si otocenie dopredu o 59°, ¢o je takmer 1/6 obratky. Koleso bude vyzerat rovnako,
ako keby sa otocilo o 1° dozadu. Na filme by sa zdalo, Ze koleso sa pomalicky toc¢i dozadu.
Koleso budeme vnimaft ako tociace sa dopredu, ak sa oto¢i dopredu za 1/24 sekundy o n/6
obratky + uhol medzi 0° a 30° (30° je polovica Sestiny obratky) a ako tociace sa dozadu,

4Napriklad koleso s napisom UFO naboku.
5Dobre to funguje, pokial chybajtce kisky nie s od seba velmi daleko. Ponechdvam na vagu fantéziu
zistit, ¢o sa deje pre velké posunutia! Najprv si vSak precéitajte aj zvysok vzoraku.
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ak sa dopredu otoc¢i o n/6 obratky + uhol medzi 30° a 60° (60 °je Sestina obratky), kde n je
celé kladné cislo.

Poznamka zaverom: V skutocCnosti je situécia eSte skomplikovana o jednu vec. Kamera
nezachyti obraz okamZite, ale zaznamenava ho isty cas, tzv. expozicny cas. Je to rovnaké ako
u fotdkov, kde robite rozmazané ruky kvoli vasej triaske ruk. Ale spit ku kamere: Kedze
zachytévanie obrazu trva isty nenulovy cas, stihne sa za tento ¢as koleso kiisok pootocit. To
sa prejavi najmé pri velkych rychlostiach postupnym rozmazavanim obrazu. Pre malé otacky
je vsak nase rieSenie spravne.

2.3 Vajco (opravovali — Ada a Halucinka)

Vo FKS méame vajcia. Uvarené v rychlovarnej kanvici sa stavaji kazdodennou proteinovou zasobarriou
matfyzom unaveného FKSaka. A pri takom olovrante ¢loveka zaén(i napadat veci... Napriklad: Vezmite
vajce a nejako ho upevnite na stél tak, aby stélo na svojej Sirsej Spicke. Priamo zhora nan zatlacte doskou.
Odmerajte:

a) Akd sila je potrebnd na rozbitie vajca?
b) Ako velmi tito hodnotu ovplyvni, ak vajce vyfikneme?

Pripadny rozdiel medzi hodnotami v a) a b) struéne vysvetlite.

Zdravim v8etkych experimentatorov. Difam, Ze vajcova tloha spojila prijemné (radost z fy-
zikélneho experimentovania) s uZitoénym (pripravou praZenice, tymto zaroven dakujem za
vSetky fotografie prazenic, ktoré ste spolu s fotodokumentaciou rieseni poslali).

Najprv péar slov o technickej realizcii experimentu. Mierne problémy mohlo sposobit
stabilizovanie vajicka na SirSej spicke, s ¢im ste si poradili plastelinou, mukou, ¢i mokrym
toaletnym papierom. Ako zavazie na kuchynskej doske ste najCastejsie pouzili hrniec ¢i int
nadobu, do ktorej ste prilievali vodu, ale vyuzila sa i misa s ovocim ¢i obsah chladnicky (250g
maslo nemenovanej znacky, 42g pekarenské drozdie a pod.). Vami dosiahnuté vysledky som
zhrnul do nasledovnych grafov, v ktorych na vodorovne;j osi je sila potrebna na rozbitie vajca
a na zvislej osi pocetnost vyskytov v rieSeniach:
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sila[N] sila [N]
Obr. 1: Plné vajce Obr. 2: Vyfuknuté vajce

Z grafov (vysledkov Vagich rieseni) vyplyva velké rozpiitie nameranej sily potrebnej na
rozbitie vajec, ¢o mozno vysvetlit ich rozdielnou kvalitou ,od pripadu k pripadu“ (urcite
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plati, Ze kazdé vajce je svojim sposobom jedine¢ny material). Co plati pre riesenia ako celok,
plati i pre samotného rieSitela. Ako ste mnohi zistili, vysledky jednotlivych ,rozbijani“ sa od
seba ,dost* (rddovo v jednotkdch newtonov) lisili, preto bolo potrebné urobif viac merani a
z nich vypoditat aritmeticky priemer. Ti z véas, ktori to neurobili a rozbili len jedno vajce, si
vo vysledkovke najdu o bod mene;j.

Ako sa intuitivne dalo predpokladat a VaSe rieSenia to jednozna¢ne potvrdzuju, plné vajce
vydrzi viac. Preco? Pri stlacani prazdneho vajca menim jeho objem, napriklad preto, ze
yvtlaéam® $picku dovnutra. Vajecné vnutro je vSak tazko stla¢itelna kvapalina a tak kazdé
stla¢anie nejakej casti krupiny (¢i uz sa jedna o vtldcanie $picky alebo nie) musi nutne
sprevadzat roztahovanie inej ¢asti Skrupiny. V celom vajci tak narastd tlak, ktory bréani
dalsiemu stlacaniu a vajicko takto celkovo vydrzi viac. Je to ako keby menej naméhané casti
pomocou tlaku na kvapalny obsah vajca pomahali tym viac namahanym ¢astiam uniest viac.

2.4 Pevny krok (opravovali — Andrej a Tinka)

Samo sa minule prechddzal po nabrezi a zrazu vidi po Dunaji pldvat Titanik. ,To by sa Halucinka
potesila, keby tu bola,” blyslo Samovi hlavou. Tak si povedal, Ze aspofi zisti, akd je td lod dlhd. Ni¢ nie
je jednoduchsie. Odkedy sa Samovi stala neprijemna prihoda s Ukrajinskymi policajtmi, ma jeho krok
dizku presne 90 cm a tak Samuel nema problém odkrokovat hoci¢o. Postavil sa zarovno zadnej &asti
lode a krokoval smerom dopredu. Ked presiel vzdialenost @ = 140 m, dobehol akurat predn( &ast lode.
Samuel vsak tusi, Ze jeho meranie nebude ktovieako spravne — pokial krokoval, lod sa predsa hybala!
Preto sa hned otodil a krokoval smerom naspat. Tentoraz krokoval proti pohybu lode a preto kym prisiel
zase zarovno jej konca, nakrokoval iba b = 60 m. Spokojny s priemernou hodnotou 100 metrov zanechal
meranie a odisiel.

a) Ocakavali by ste Ze lod bude mat mensiu, vacsSiu alebo presne taki dizku ako Samo zistil?
b) Aké dlhd je lod?

Predpokladajte, Ze cely ¢as sa Samo aj lod pohybovali rovnomernymi pohybmi. Ulohu skdsajte riesit ¢o
najvseobecnejsie — skiste sa dopracovat k vzorcu v ktorom budi len hodnoty a,b. Avsak fajn bude aj
to, ak Glohu zratate pre konkrétne zadané hodnoty.

Caute narod. Uz staré mamy vraveli, Ze ¢o sa d4 nakreslit, je kreslif si pri ratani dobré, preto
tu bude dobré mat obrazok:

(\T“‘\ \k\ ™
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Obr. 3: Meranie tam Obr. 4: Meranie spit
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RieSenie a): Ked Samo spriemeruje dve ¢isla, dostane ¢islo presne medzi nimi. Priemer sa
od oboch ¢éisel odlisuje o rovnaka hodnotu. Cislo a je od [ dlhsie o drahu lode s;, ¢islo b je
od [ kratsie o s,, ako vidno z obrazkov. Kedze chceme dostat priemer [, by mali byt rovnaké.
To vsak nie je pravda! Ukazeme si, preco.

Samo i lod sa pohybuji rovnomerne, tj. ich rychlost sa nemeni. Prejdend dréha je priamo
umernd ¢asu podla vztahu s = vt. Ked ide Samo v smere lode, prejde dlhsiu drdhu, nez ked
ide oproti nej (tj. @ > b), a preto aj ¢as pri dobiehani lode je dlhsi. DIhsi ¢as. . . takze aj lod
sa pri dobiehani stihla posuniat o vic¢siu drahu, nez ked jej iSiel Samo naproti. Pismenkami
zapisané s; > s, takze Titanik urcite nema dlZku 100 metrov.

Pozrime sa na to trochu matematickejsie:

a+b . (l+81)+(l—82) . 21+81—82 _l+81—82
2 2 2 2
Vieme, ze s; > sy, teda vyraz (s1 — sq)/2 je kladné ¢islo.
Z upravenych rovnic vidiet, ze (a+b)/2 je vicSie ako skuto¢na dlzka lode. Inak povedané,
skuto¢né dizka lode je mensia ako ,priemernych“ 100 metrov.

RieSenie b): Z obrazkov vidime, Ze v prvom pripade presiel Samo svojou rychlostou vg
dréhu a, lod rychlostou vy, presla drahu a — [. Kedze ¢asy st rovnaké, plati

a a—1
g - v
Pre druhy pripad dostaneme obdobnou tivahou z obrazku:
b [—b
@ B v

Co teraz? Mame systém dvoch rovnic o 3 nezndmych: vg, v; a [. To neznie velmi dobre. My
navyse ani nevieme uréit, akymi rychlostami sa Samo a lod pohybovali.® Nenechajme sa vsak
odradif a pustme sa do tpravy rovnic.

Z prvej vyjadrime vg:

a a-—l
E_ U
\

av;

vs = a—1

Dosadime do druhej
b bla—1) 1-b
av/(a—1)  avy

bla—1)=a(l —b)

6Predstavte si, ze celd situdciu nahrate na film a pustite spomalene. Vietky dlzky by zostali zachované, ale
rychlosti by vysli niekolkokrat mensie. TakZe tiloha nemdze mat jednoznacéné rieSenie, ¢o sa velkosti rychlosti
tyka. Iné to vSak je v pripade pomeru rychlosti. Ten zostane rovnaky aj po spomaleni. Premyslite si to!
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To je jedna rovnica s jedinou neznamou.
Alternativne rieSenie je vydelif prvi rovnicu druhou. Dostali by sme

a/b=(a—1)/(I—b)

¢o po odstraneni zlomkov da rovnaky tvar ako sme ziskali dosadenim.
Pokracujme v tpravach

ab—1b=al —ab

Vyrazy s | premiestnime na jednu stranu rovnice:

2ab = al + bl
Vyjmeme [ pred zatvorku:
2ab = l(a + b)
\
I 2ab
Ca+b

Tot vysledok. Ak dosadime zadané hodnoty, dostaneme | = 84 m. To je skuto¢ne menej
nez rychlym odhadom ziskanych 100 m.

K rieseniam: Co sa tyka vaSich riefeni, ¢astym problémom bolo nepochopenie ¢asti (a)
tlohy. Nemalo ist o tipovaciu sttaZ spolo¢nosti Vlek&brat,” ale vase ocakdvania tu bolo
treba riadne odovodnit. Bohuzial, v mnohych pripadoch ste bez akéhokolvek premyslania iba
tipovali. Keby ste sa boli viac zamysleli, o to skor by ste vyriesili aj ¢ast (b) tlohy.

Matematickd poznamka: Vysledok, ktory sme dostali, sa vyskytuje pomerne casto,®
preto sa OZVMaFU? rozhodol udelit mt vlastny nazov harmonicky priemer. Vo vieobec-
nosti pren plati

Harmonicky priemer ¢isel = pocet ¢isel /sti¢et prevratenych hodnot

¢o sa pre dve ¢isla a a b da upravif na nami ziskany vysledok. Ako uz naznacilo rieSenie tejto
ulohy, harmonicky priemer dvoch kladnych ¢isel je vzdy mensi nez ich aritmeticky priemer.

" Tipujte na jednu z troch moznosti: | < 100m, [ = 100m alebo | > 100m? Za sprdvny tip dostanete 2
body, za tip na susedni mozZnost 1 bod. Toto nie!

8Tala priklad: Samo presiel prvi polovicu drahy rychlostou v;, druht rychlostou vy. Akou priemernou
rychlostou sa pohyboval? RieSenie bude znova 2v1vs/(v1 + v2)

90dborovy zviiz vysledkov matematickych a fyzikalnych tloh.
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